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Ｔｈｅａｉｍｏｆｔｈｉｓｐａｐｅｒｉｓｔｏｓｔｕｄｙｔｈｅｓemiclassicalapproximationofthequotient
M向)小,(た)ofthetwolargesteigenvaluesoftheKacoperator
K(万)＝exp(-Ｖ(z)/2)exp(万2△)exp(-Ｖ(z)/2)．（１）
FollowingtheremarkofHelfTer'sidea[11,[2],weestimateM向)小,(左)bycomparingwith
theeigenvaluesplittingoftheSchr6dingeroperatorH(九)＝一万2△＋Ｖ(z)．
ForthispurposewewillobservethedifTerenceMweentheKacoperatorK(厄)and
theexponentialexp(-Ｈ(厄))oftheSchr6dingeroperatorH(ｈ)inL2-operatornorm
WeassumethatV(z)satisfieswithconstantsc＞０，β＞0,0二ｍ〈ｏｏａｎｄＯ＜,c≦１，
（α)Ｖ(z)＝1/b(z)＋Vi(z),巧(z)三0,ｊ＝０，１，
（６）1/b(z)ｅＣＵＷＲｄ)，
（cWi(z)ＥＣ。｡(Rd),1/i(z)三c(z>ponlzl＞Ｒ(Ｒ＞＞1)，
laavi(z)'三ｑ<z>(p-lal)+’０三|α|≦２， （２）
where(s)＋＝max(８，０)andCIWc(Rd)istllefamilyofthem-timescontinuouslyMeren-
tiablefUnctions（z)inRdwithcompactsupportwhosederivativesaα',|α|＝ｍ,ａｒｅ
ﾉc-H61dercontinuous
Thenwehave
TheoremLLeW(z)Ｍｉａ/ｉ/thecoM伽、()2ﾉＬｅｔＨ(た)ＭｈｅＳｃ肺diMrop伽tor
uﾉithPoten加川(⑰)ｑＭＪｅｔＫ(万)bemeQssocj(ztedKqcopemtor､ThenoneﾉZqs
llexp(-Ｈ(万))－Ｋ(向)Ⅱ＝Ｏ(流(侭十m)八2)，（３）
ａｓ万→０．
TheproofcanbedonebyapproximationandsimplecommutatorcalculusLet②(z）
beanormalizedsmoothnon-negativeevenfunctioncompactlysupporteｄｉｎｔｈｅｕｎｉｔｂａｌＬ
ＷｅｄｅｆｉｎｅｆＯｒＯ＜ｅ＜＜１
－８３－
い)=．-`ん(旱)v､(川
I/６，北)＋Ｖｉ(z).Moreoverput
Hと(万)＝Ｈｂ(万)＋1/E＝一向2△＋腿(z)，
Ｋ(tｉｎ)＝exp(_:Ｗ２)exp(一片Hb(流))exP(_;Ｗ２)，
Ｌ(t;力)＝exp(-片Ｗ2)exp(-;Hb(/i))exp(-:Ｗ２）
(4)
ａｎｄｐｕｔＰ２(z）
(5)
Rewrite
exp(_;H(万))－Ｋ(t;万)＝(exp(-;H(万))－exp(-%H&(万))）
＋(exp(-;Ｌ(宛))－ＬＷｉ)）
＋(Ｌ(ti流)－Ｋ(Ｍｉ)）
三，1(t;宛)＋Ｄ２(t;向)＋Ｄ３(Ｍ２)． （６）
D2(た九）FortheproofofTheoremlweneedasymptoticordersofthenormsofD1(t;万)，
andD3(た宛).
ＰｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎＬＯｎｅｈａｓ
ｌｌＤ,(ti万)||＝E(枡､)Ｍ九-'○(t)，
ＧＳｔ→0,umybrm恥n万ｅ(0,11
Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ２０ｎｅｈｑｓ
ｌｌＤ３(ti万)||＝ど(腿+､)ﾊ2万-'○(t)，
ｑｓｔ→0,ｍ､加rmJz/、万Ｅ(0,11．
Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ３０ｎｅｈｑｓ
(7)
(8)
llD2Wi)||＝e~(2~脇-m)十○(t2)＋E-(1-脇-m)十万-1+('-1)+/,O(t3-('-1)+/p)）
＋e-2(1-侭-m)十九-'○(t3)＋向('-2)+/,Ｏ(t2-(,-2)+〃）
＋向-1+ルー')+〃ｏ(t3-ルー')+/，)， (9)
０Ｍ→０，肌ｌＷｒｍ岬Ｍｉｅ(0,1｝
FortheproofofProposition3weneedthefbllowingidentity
qM-抑(‐剛)-馳万)=ﾉ(‘ exp(-早艮(万))R圏(s;充)ａｓ， (10）
where
R直(t;厄)＝Ｒ1,6(t;た)＋Ｒ2,ｅ(ti危)，
Ｍ万)=lexp(_;W2),Hb(方)/万]exp(-;H､(万))exp(-片W2)，
Mii)=exp(_;Ｍ)[exp(-片Ｍ)),Ｗ(2万)]exp(-片W2）
－８４－
Ｗｅｃａｎｓｈｏｗ
||Rこ(左方)|｜
＝e-(2-代-m)十○(t)＋e-(1-侭-m)+方-1+(，~')+/'○(t2-(p~')+/，)）
＋e-2(1-に-m)+万-10(t2)＋/i(’-2)+〃O(tl-('-2)+〃）
＋九-'十ルー')+/’○(t2-2('-1)+/p),ｔ→０， (11）
unifbrmlyMie(0,11ThenwecanproveProposition3from(10).FromProposition
l,２and３，puttingt＝万,wegetestimate(3)．
WenoteH(宛)hasonlypurelydiscretespectrumunderthecondition(2)ＬｅｔＥ,(万),Ｅ２(九）
bethetwosmallesteigenvaluesofH(向).ThenfromTheoremlandmin-maxprinciple
似2(/i)〃1(た)＝１－(E2(宛)一回,(宛))＋Ｏ(万(蝿十m)八2）
TherefOreweneedasymptoticexpansionsfOrtheeigenvaluesofH(万）
Weassumefilrtherthat
(12）
(αＷ(z)＝Oifandonlyifz＝０，
(bWi(z)三Oonlzl≦1/２，
(c)1/b(z)ＥＣ｡｡(Rへ{0})’suppl/bC{zERdllzl二1},
００
１/b(z)～uﾉ(z)ＥＱａｚａ,Ⅲ…＝０，
に|＝ｏ
(13）
ｗｉｔｈＱｏ≠０，whereTu(z)isapositivelyhomogeneousfimctioninCoo(Rへ{O}）with
Tu(入Z)＝入叶mTu(Z)fbrルＯ
ＰｕｔＨｌｕ＝－△＋Ｍﾉ(z)．Underthecondition(2)ａｎｄ(13)Hh1alsohasonlypurely
discretespectrumLete1ande2bethetwosmallesteigenvaluesofHd,．
Theorem2LeⅣ(z）ｓ(ztjq/Ｗ)2ﾉ肌。ロヨノ．Ｔﾉje〃身(〉i),ｊ＝１，２/ｍＭｈｅ/bJJo伽g
qsZ/mptotjceZpqnsoon●
。｡
Ej(万)～万・(e，＋ＥＣ{向!‘） (14）
【＝１
uﾉith
÷=鶉,β=編十m+’２ (15）α＝＝
Herethecl(ｗsome伽st川depeMj"9肌t/Zec噸cjents(｡α)臣I=Ｃｌ､(1タノ(J
Theorem2willbeprovedthesamewayasinSimon[６１WehavetodetermiMthe
firstasymptoticcoefIicientfbrtheproofofTheorem2・
Proposition4LetV(z）Ｍｔ卿ｔｈｅｃｏＭ伽ｎｓ②ａｎｄ（ｉｓﾉ．Ｔ/ＷＭｈｅｅｊ９川qlueS
Ej(万),j＝1,2,ｑ/theＳｃ肺djMropeMorH(宛)ｓＱｔｊＷ
－８５－
,ｉｍ竺垈ｌｈ一ｏ万ａ (16）＝ej,ｊ＝１，２，
uﾉｊｔＭｚｅＭｍｅｃ川t川α肌ｄｐＱｓｍＴ/Zeorem2・
Weobtain(14)bytheresolventexpansionlnthecasee2issimple,usingthefbrmula
<百(万ＭＣＭ〉h-cEj(向)＝ (17）<②肋忌('Ｍ〉
where②jistheeigenfimctionofHdjwitheigenvalueej．
（U(万Ｍｊ沖)＝厄｡β/2②j(万βｚＭｅＬ２(Rd)，
Ｈ(九)＝万一αU(方)Ｈ(た)U(万)-1,
瓦俳会ノレ悴(百(Ⅲ)－１血
Thisfbrmulaismeaninglessinthecasee2isdegenerate．’Ibgettheasymptotic
expansionintllecasee2isdegeneratetheresolventexpansionisalsoessentiaLLettlle
multiplicityofe2be川Wecantakem2eigenfimctionsof-万2△＋qou(z),(②３，(万))鱈，
fOrpE(1,2,…,、2)Considerthem2×m2matrices
△(〃)＝<め｡，(た),Ｅｊ(厄)の,,(万)>，Ｍ(向)＝〈ん(万),Ｈ(九)Ej('Ｍ,(向)>，
ｗｉｔｈ’三Ｐ,９三ｍ2．WelearnthesematriceshaveasymptoticexpansioniMiβfromthe
resolventexpansionSincetllematrix△(た)-1/2Ｍ(万)△(万)~'/2`haseigenvalue万~αE2(/i)，
wesee7i~aE2(万)hasasymptoticexpansioninM
ByTheｏｒｅｍｌａｎｄＴｈｅｏｒｅｍ２ｗｅｈａｖｅｔｈｅｍａｉｎＴheorem・
Theorem3(MainTheorem）LetＶ(z)Sqtjq/Ｗ２ﾉ肌。(13ﾉ(Ｍｌｅ“,(向)肌“2(万）
MheJ叩estei9Ⅲα比esけＫ(ぃＴ/ＷｌＭｅ/川
Ｍ万'ルル{{二'二二:Ⅱ::土二鰍ａｉ志蠅+刀肌⑬
UﾉｉｔｈｔｈｅＳａｍｅＣＯ７ＤＳｔ肌ｔＳａ肌。βqSj7UTbeOre77D2,Ｕ）he7etheCOnSt肌tSdepｅＭＳＯｎ
(ａ｡)臣,=｡、(1ヨノ(cﾉ,`Ｍｓ＝０１Ｗ(z)＝Ｍ)(z)．
Proq/ApplyingTheoremlandmin-maxprinciplewehave
似2(万)〃1(万)＝exp(~(E2(万)￣Ｅ１(宛))＋Ｏ(万(叶､)ﾊ2)． （19）
Therefbreweobtaintheestimate(12).ApplyingTheorem2,ｗｅｈａｖｅ
Ｅ２(た)－Ｅ,(万)＝(e2-e,)/Z｡＋(cl-cH)ｎ．十β＋Ｏ(万(侭十m)ﾊ2） （20）
Ifに＋、＝α＋β,theⅢ＋β＝､/三・Ｔｈｅｎ(12)and(20)yieldTheorem3．
－８６－
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－３０７．
学位論文審査結果の要旨
当該学位論文に関し，平成１０年２月９日の口頭発表での質疑応答を経て，その後開催された学位論
文審査会において慎重な審査を行い，次の通り判定した。
l966BrandeisLectureにおいて，マーク・カッツ（MarkKac）は統計力学のある格子模型を考
え，その転送作用素の第１固有値が，１つのスピンと相互作用するスピンの実効数を大きくするとき漸
近的に縮退するかどうかで長距離相関がないかどうかを見ることによって，相転移の数学的機構を議
論した。
1994-5年，エルフェール（BHelffer）は，カッツの考察した模型に対する転送作用素（カッツ作
用素)，及び，準古典的パラメータｈを入れたものを考え，それらの第１固有値と第２固有値の比を，ポ
テンシヤノＷ(x)が下に有界で，また十分滑らかな無限遠で2階以上の微分が有界な関数のときに，対
応するシュレーデインガー作用素の第１固有値と第２固有値の差と比較して準古典評価した。
百目鬼君の論文では，このエルフェールの準古典的パラメータｈを入れたカッツ作用素に関する結
果を，ポテンシャルが一般の特異性を許す下に有界な関数であって，無限遠で多項式的に増大するも
のの場合に拡張し，カッツ作用素の第１固有値と第２固有値の比の準古典的評価を求めた。ポイントの
１つはエルフェールの仕事と同じように，カッツ作用素とシュレーデインガー半群の差の作用素ノル
ムを準古典的パラメータｈのベキで評価するのであるが，ポテンシャルに特異性があってもよいこと
と，その場合の対応するシユレーデインガー作用素の固有値の準古典的展開に，彼自身の大変うまい
工夫のあとが見られることである。エルフェールは擬微分作用素カリキュラスを用いたのに対し，百
目鬼君は交換子法という作用素論的方法を用いた。
以上の内容から，本論文は，十分に博士論文に値するものであると考える。
－８７－
